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Аннотация. Актуальность и цели. Цель работы – разработка, программная реализа-
ция и апробация проекционного метода для сравнения способов фокусировки элек-
тромагнитного поля в диэлектрическом частично экранированном полушаре. Мате-
риалы и методы. Метод Галеркина реализован для векторного интегро-дифферен-
циального уравнения задачи дифракции; определены базисные вектор-функции на 
объемном теле и параметризованном неплоском экране; реализован параллельный 
алгоритм решения задачи с использованием библиотеки MSMPI. Результаты. Про-
ведено сравнение различных вариантов экранирования полушара с целью фокуси-
ровки электромагнитного поля внутри тела. Выводы. По результатам вычислитель-
ных экспериментов выбран наиболее эффективный метод фокусировки волны в рас-
сеивателе заданной формы. 
Ключевые слова: дифракция электромагнитной волны, неоднородное объемное те-
ло, неплоский экран, система интегро-дифференциальных уравнений, метод Галер-
кина, фокусировка поля, СВЧ-томография 
Финансирование: работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего 
образования Российской Федерации в рамках государственного задания на проведе-
ние НИР, регистрационный номер 124020200015-7. 
Для цитирования: Скворцов О. С., Цупак А. А. Численное исследование интенсивно-
сти электромагнитной волны в частично экранированном неоднородном полушаре // 
Известия высших учебных заведений. Поволжский регион. Физико-математические 
науки. 2024. № 3. С. 43–56. doi: 10.21685/2072-3040-2024-3-4 
 

Numerical study of electromagnetic field intensity  
in a partially shielded inhomogeneous half ball 

O.S. Skvortsov1, A.A. Tsupak2 
1,2Penza State University, Penza, Russia 

1ghj.ghh.13@mail.ru, 2altsupak@yandex.ru 
 
Abstract. Background. The purpose of the work is to develop, implement and test a 
projection method for comparing methods of focusing electromagnetic fields passing 
through a dielectric partially shielded half ball. Material and methods. The Galerkin 
method is implemented for the vector integro-differential equation of the diffraction 
problem; basic vector functions in a three-dimensional solid and a parameterized non-
planar screen are determined; a parallel algorithm for solving the problem using the 
MSMPI library is implemented. Results. Various options for shielding the half ball in order 
to focus the electric field inside the body were compared. Conclusions: the most effective 
method of focusing the wave in the proposed arrangement of the screen-body system has 
been selected. 
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Введение 
В работе описан численный метод решения векторной задачи рассеяния 

монохроматической электромагнитной волны препятствием, состоящим из 
объемного неоднородного тела, частично экранированного неплоским иде-
ально проводящим экраном. 

Целью разработки численного метода для решения такой задачи явля-
ется выбор оптимального способа экранирования диэлектрического полуша-
ра для наилучшей фокусировки электромагнитного поля в области неодно-
родности: проблема фокусировки поля возникает, например, в медицине,  
в области СВЧ-томографии [1]. Для диагностики и лечения рака применяют-
ся методы, основанные на облучении высокочастотным электрическим полем 
высокой интенсивности [2].   

Теоретическому исследованию векторной задачи дифракции на ча-
стично экранированном диэлектрике посвящены работы [3–5], а ее числен-
ному решению – статьи [6, 7]. В работах [8, 9] описаны векторные базисные 
функции на гладких неплоских параметрически заданных экранах. Описан-
ный в [7–9] подход позволяет вводить векторные базисные функции непо-
средственно на гладкой (например, сферической) поверхности, не прибегая  
к замене последней кусочно-плоской поверхностью. 

В данной статье метод Галеркина используется для численного реше-
ния задачи дифракции монохроматической волны на диэлектрически неодно-
родном полушаре, который может быть частично экранирован идеально про-
водящей полусферой. Приведено описание базисных функций, формулы для 
определения матричных элементов в методе Галеркина. Проведены вычисли-
тельные эксперименты, иллюстрирующие влияние идеально проводящего 
экрана и диэлектрического слоя на фокусировку электрического поля в обла-
сти неоднородности. 

1. Постановка задачи 
Рассмотрим задачу рассеяния монохроматической электромагнитной 

волны расположенным в 3  телом Q  (рис. 1). На рис. 1 0 0( , )E H  – электро-
магнитная волна, распространяющаяся вдоль оси x ; ,  e eε μ  – диэлектриче-
ская и магнитная проницаемости свободного пространства соответственно; 
( ) ( )r ex xε = ε ε  – диэлектрическая проницаемость тела Q . 

В качестве первого способа фокусировки рассмотрим частичное экра-
нирование идеально проводящей полусферой (рис. 2,а). Так как в общем слу-
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чае рассеиватель Q  может быть диэлектрически неоднородным, то следую-
щий способ состоит в нанесении слоя диэлектрика (шарового слоя заданной 
толщины) (рис. 2,б). В третьем подходе сочетаются два предыдущих способа 
(рис. 2,в). 

 

 
Рис. 1. Расположение тела Q  в 3  

 
 

 
а) б) в) 

Рис. 2. Способы фокусировки с помощью экранирования (а), нанесения  
диэлектрического слоя (б), с помощью экрана и неоднородности (в)  

 
На рис. 2 идеально проводящий экран изображен чёрной кривой, ди-

электрический слой выделен синим цветом. Электромагнитное поле распро-
страняется вдоль оси x , основание полушара лежит в плоскости Oyz . 

2. Интегро-дифференциальные уравнения задачи дифракции 
Задача дифракции монохроматической электромагнитной волны на 

системе рассеивателей, состоящей из объемного тела (полушара) Q  и беско-
нечно тонкого экрана (полусферы) Ω  (в способах (а) и (в) фокусировки 
поля), расположенных в 3 , сводится [3, 4] к системе векторных интегро-
дифференциальных уравнений (ИДУ): 

( ) ( ) ( )2
0 graddiv ,

Q

k G x y y dyξ − + −J J  
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( ) ( ) ( ) ( )2
0 0graddiv , , ,yk G x y y ds x x Q

Ω

− + = ∈ u E  

( ) ( ) ( )2
0 graddiv ,

Q

k G x y y dy

− + −



 J  

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0,graddiv , ,   ,yk G x y y ds x xτ

Ω τ


− + = ∈Ω



 u E   (1) 

где 0,τE  – касательная компонента падающего электрического поля; 

( )( ) 1 ( )
e

x
x x

ε 
= − ε 

J E , ( )
| |

,
4 | |

oik x yeG x y
x y

−
=
π −

; 0 = e ek ω ε μ  – волновое число. 

Идеально проводящий экран Ω  параметрически задан с помощью век-
тор-функции 

 1 1 2 2 1 2 3 1 2( ) ( ( , ), ( , ), ( , ))Tt x t t x t t x t t=x , t D∈ ,  (2) 

2D ⊂   – область параметров; ( )kx C D∞∈ , t
∂ −∂
x  ранг матрицы Якоби, 

равный 2.  
В случае (б) (в отсутствие идеально проводящей поверхности) задача 

дифракции сводится [10] к ИДУ 

 ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0graddiv , ,     .

Q

k G x y y dy x x Qξ − + = ∈J J E   (3) 

В работах [3, 4] подробно описаны ограничения, накладываемые на ди-
электрические свойства среды и рассеивателей, которые обеспечивают суще-
ствование и единственность решения системы (1), а также сходимость для 
нее метода Галеркина в подходящих пространствах. Формулировка метода 
Галеркина и достаточные условия его сходимости описаны, например, в мо-
нографии [11]. 

3. Дискретизация задачи 
Построим расчетную сетку на системе тел и экранов для решения си-

стемы ИДУ (1) методом Галеркина.  
Рассмотрим случай (рис. 2,в), когда систему рассеивателей образуют и 

неплоский экран Ω  – поверхность полусферы, и объемное неоднородное те-
ло Q , являющееся полушаром.  

Введем в области параметров 1 1 2 2[ , ] [ , ]D c d c d= ×  двухиндексную ну-
мерацию 1 2( , )i i i=  конечных элементов для параметрически заданного экра-
на Ω . Конечные элементы суть прямоугольники: 

1 1 2 21 2

1
2 1 1 2, [ ; ] [ ; ]   ( 0, 2, 0, 1),i i i ii iD t t t t i n i n+ += × = − = −  
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1 1 2 21 2

2
1 2 1 2, [ ; ] [ ; ]   ( 0, 1, 0, 2),i i i ii iD t t t t i n i n+ += × = − = −  

где  

ki k k kt c i h= + , ,k k
k

d ch
n
−

=  1,2.k =  

Рассмотрим скалярные функции 

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1, 1 2 2, 11 2
, ,1 21 2, ,

1 2
, ,

| | | |
1 , 1 ,

( )      ( )
0 ,

,

,,

,

; 0

i i
i i i i

i i i i

i i i i

t t t t
t D t D

h ht t
t D t D

+ +− − 
− ∈ − ∈  ν = ν = 

 ∈ ∈/ /  

 

и финитные вектор-функции типа rooftop [12], свойства которых подробно 
описаны в [13], 

1 2 1 2 1 2 1 2

0,1 1 0,2 2
, , , ,( ) ( ( ),0), ( ) (0, ( )).i i i i i i i it t t t= ν = νv v  

В рассматриваемой задаче дифференциал 

2 1 1 2

1 2 1 2

2 1

sin( )cos( ) cos( )cos( )
( ) sin( )cos( )   sin( )cos( ) :

cos( ) sin( )
t x

t t R t t
d t t t R t t T D T

t R t

 
 = → Ω 
 − 

x  

вектор-функции ( )tx  (см. (2)) есть биективное отображение касательных 
пространств [14].  

Базисные вектор-функции 
1 2, ( )k
i i xv  в точках 1 2( ) ( , )x x t x t t= =  неплос-

кого экрана определим по следующей формуле [7, 8]: 

 
1 2 1 2

0,
1 2, ,( ( )) ( , ),   ( ) .k k

i i i ix t d t t x t= ∈Ωv x v   (4) 

Графики первый двух компонент вектор-функции 1
1,1( ( ))x tv  на экране 

Ω  представлены на рис. 3 для случая, в котором число разбиений в области 
параметров 2n = . 

Общее количество базисных функций вида (4) на полусфере для такого 
разбиения равно 

2 ( .1)N n nΩ = −   

Введем трехиндексную нумерацию 1 2 3( , , )j j j j=  конечных элементов 
на параллелепипеде 1 1 2 2 3 3[ , ] [ , ] [ , ]P a b a b a b= × × , содержащем полушар Q . 
Конечные элементы представляют собой области 

1 2 3 1 1 2 2 3 3, , 1, 1, 1 2, 2, 1 3, 3, 1[ ; ] [ ; ] [ ; ] ,j j j j j j j j jQ x x x x x x Q+ + += × ×   

положительного объема, где 1 0, 1,j n= −  2 0, 1,j n= −  3 0, 1j n= − , 

, kk j k k kx a j h= + , ( ) / ,k k kh b a n= − 1,2,3.k =  
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а) 

 
б) 

Рис. 3. Первая (а) и вторая (б) компоненты базисной  
вектор-функции на сферической поверхности 

 
Определим базисные вектор-функции на теле Q  с помощью индикаторов 

1 2 3
1 2 3

1 2 3

, ,
, ,

, ,

1,
( )

0,

,

,
j j j

j j j
j j j

x Q
x

x Q

∈=  ∈/
χ  

по следующим формулам: 

1 2 31 2 3

1
, ,, , ( ) ( ( ),0,0);j j jj j j x x= χw  

1 2 31 2 3

2
, ,, , ( ) (0, ( ),0);j j jj j j x x= χw  

1 2 31 2 3

3
, ,, , ( ) (0,0, ( )).j j jj j j x x= χw  

При заданном числе разбиения n  общее количество базисных функций 
в параллелепипеде равно 

3.3N n=  

Число базисных функций QN  определяется в начале работы программы. 
Общее количество базисных функций равно 

33 2 ( .1)QN N N n n nΩ= + −+ ≤  

Расширенную матрицу системы линейных алгебраических уравнений 
зададим в блочном виде [ | ]=A A f


, для удобства определяя индексацию ба-

зисных функций на экране с помощью верхнего индекса, а на теле – нижнего 
(рис. 4). 

Элементы правой части системы уравнений, соответствующие телу, 
вычисляются по следующим формулам: 
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1 2 3 1 2 3
, ,1 2 3

0 0, , , ,[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ,
i i i

k k
k i i i i i i i

Q D

f x x dx x x dx= = E w E w 1,2,3,k =  

а соответствующие экрану – по формулам: 

0,[ ] ( ) ( ) ,k
i xf x x dsτ

Ω

= E v 1,2.k =  

 

 
Рис. 4. Блочный вид матрицы A  

 
Элементы основной матрицы, соответствующие базисным и тестовым 

функциям на теле (верхний левый блок), имеют вид 

1 2 3 1 2 3, , , ,[ )] (i
k l

kl i i j jj i j
Q

A x dxξ −=  w w  

1 2 3 1 2 3 1 2 3

2
0 , , , , , ,( , ) grad div ( , ) ( )( )l l k

j j j j j j i i
Q Q Q

ik G x y dy G x y dy y dx− + =  w w w  

1 2 3 1 2 3
, , , ,1 2 3 1 2 3

, 2
0, , , , ,( ) ( , ) ( ) ( )

i ji i jj

k l l k
i j j j i i

Q D
j

D
ix dx k G x y y dy x dx

 
 = ξ χ − − 
 
 

   w w  

1 2 3 1 2 3

, , , ,1 2 3 1 2 3

, , , ,( , ) ( ) ( )
ji i i j j

j i
k l

j j i i
D D

G x y y dy x dx
x x

 
∂ ∂ − χ χ ∂ ∂ 

 
  , , 1,2,3.k l =  

Элементы матрицы, соответствующие базисным и тестовым функциям 
на экране, вычисляются следующим образом: 

1 2

2
0 ,[ ( , ) ( )]kl

j
l

ji yjA k G x y y ds
Ω Ω





= +


−  v  

 
1 2 1 2, ,grad div ( , ) ( ) ( ) ,   , 1,2.l k

xj j i iG x y y dy x ds k l
τΩ


+ =



 v v   (5) 
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Блоки ,Q ΩA , ,QΩA  расположены вне главной диагонали матрицы и от-
вечают за взаимодействие полей на теле и экране. Для вычисления элементов 
матрицы в данных блоках используем следующие выражения: 

1 2

2
0 ,[ ,] ( ) ( )k l

l ij j j
Q

A k G x y y dy
Ω

+

=


  v  

 
1 2 1 2 3, , ,grad div ( , ) ( ) ( ) ,   1,2,3,  1,2;l k

yj j i i iG x y y ds x dx k l
Ω


+ ⋅ = =



 v w   (6) 

1 2 3

2
0 , ,[ ( , ) )] (l l

k j j jij
Q

A k G x y y dy
Ω


= − +


  w  

 
1 2 3 1 2, , ,+grad div ( , ) ( ) ( ) ,   1,2,  1,2,3.l k

xj j j i i
Q

G x y y dy x ds k l

τ


 = =



 w v   (7) 

Более детального объяснения требуют формулы, содержащие интегра-
лы по криволинейному экрану. Так, из определения базисных функций по 
формуле (4) и выражения для интеграла по поверхности через повторный ин-
теграл по области параметров получим 

1 2
,1 2

0, ,[ ] ( ( )) ( ( )) ,( )
k
i i

k k
i i i

D

tf x t x dtgtτ=  E v  

где 2
11 22 12( ) det ( ) ( ) ( ) ( )ijg t g t g t g t g t= = − .  

Метрический тензор ijg  может быть вычислен аналитически: 

2

2 2
2

1 0 0

( ) 0 0 .

0 0 sin ( )
ijg t R

R t

 
 
=  
  
 

 

Операцию div  в (5) внесем под знак интеграла [15], а grad  перебросим 

на тестовую функцию 
1 2, ( )k
i i xv , учитывая, что ее нормальная составляющая 

равна нулю на границе области интегрирования. Тогда формула (5) примет 
следующий вид: 

1 2 1 2

2
0 , ,[ ( , ) ( ) (] )kl l k

y xjij j i iA k G x y y x ds ds
ΩΩ

= − +  v v  

1 2 1 2, ,+ ( , )div ( ) div ( )l k
y xj j i iG x y y x ds ds

ΩΩ

=  v v  
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( 1 2 1 2

2 21 ,1

2
0 , ,= () ( ))( ( , ( ))  ( ( ) ( ( ) ) )

l
j

k
i i j

l k
j j i i

D D

G x t y s k yg t g s x ts − ⋅ +  v v  

)1 2 1 2, ,+ ( ( ))   ( ( )) .( ) ( ) ( ) ( )
i j i j

ij kil
j j i

j
s t tisg s s g t ty s x t dtds∂ ∂ ∂ ∂xv v x  

В формулах для вычисления элементов матрицы на экране (6) и (7) ин-
тегралы преобразуются аналогично. 

4. Результаты вычислительных экспериментов 
Исследуем сначала внутреннюю сходимость описанного численного 

метода в задаче дифракции на полушаре. 
Получены приближенные решения ИДУ (3) на полушаре Q  при числе 

разбиений 10,  14, 20n =  соответственно. Интенсивность распределения элек-
тромагнитного поля показана на рис. 5 в центральном сечении полушара. Из 
полученных экспериментальных результатов видно, что уточняется каче-
ственный вид решения; стабилизируется и максимальное значение модуля 
поля, что позволяет сделать вывод о наличии внутренней сходимости проек-
ционного метода.  

 

 
Рис. 5. Внутренняя сходимость метода Галеркина 

 
Перейдем к рассмотрению основного вычислительного эксперимента. 

Радиус половины шара положим равным 
2

R λ= ; длина волны 
0)

2
Re(k
πλ = . 

Волновое число 0
2k i
с
πυ= + , 1υ =  ГГц, c  – скорость света в вакууме (м/с), 

относительная диэлектрическая проницаемость тела задается формулой 

( )
1010 , ,

4, \ ,
l

r
l

x Qx
x Q Q

 ∈ε = 
∈

 

где lQ  – шаровой слой. 
На рис. 6 приведен график приближенного решения задачи дифракции 

в случае отсутствия экрана и диэлектрического слоя. 
В этом случае электрическое поле, проходящее через тело, фокусирует-

ся у полюса шара. 
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Рис. 6. Модуль | |J  тока поляризации в однородном полушаре 

 
На рис. 7 приведены результаты исследования фокусировки электриче-

ского поля внутри тела Q  для различных случаев (на графиках не показаны 
слой диэлектрика и экран). Толщина слоя составляет 10 % радиуса полушара. 

 

 
a) б) 

 
в) 

Рис. 7. Различные варианты фокусировки электрического поля 
 
Приведенные на рис. 6, 7 данные свидетельствуют о существенных от-

личиях в фокусировке поля в сравнении с первым экспериментом (см. рис. 6). 
Так, при экранировании полушара идеально проводящей полусферой  
(рис. 7,а) максимальное значение тока поляризации J  (и, что эквивалентно, 
поля E ) сместилось от «северного» полюса полушара к его середине, при 
этом в несколько раз увеличилось максимальное значение модуля поля.  

Рисунок 7,б показывает, что наличие слоя диэлектрика с высоким коэф-
фициентом преломления не так сильно влияет на фокусировку тока поляриза-
ции внутри тела: точка максимальной интенсивности поля немного сместилась 
вниз; при этом само максимальное значение изменилось менее чем на 1 %.  

Рисунок 7,в иллюстрирует наилучшую фокусировку вблизи центра об-
ласти неоднородности. В сравнении с рис. 7,а видим более равномерную кар-
тину распределения тока поляризации. В сравнении с данными на рис. 7,б 
видим увеличение максимального значения величины ,E  а также смещение 
точки максимума к середине тела. 

Далее рассмотрим зависимость решения задачи дифракции от значения 
толщины слоя диэлектрика при наличии экранирования полусферой. 

На рис. 8,а приведен график модуля решения задачи с отсутствующим 
слоем, на рис. 8,б – при толщине слоя 0,05R , на рис. 8,в – при толщине слоя 
0,1R .  
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a) б) 

 
в) 

Рис. 8. Зависимость полученного решения  
от изменения ширины слоя диэлектрика 

 
Видим, что при увеличении толщины происходит слабое, равномерное 

увеличение значения тока проводимости, что показывает зависимость реше-
ния от толщины слоя диэлектрика. 

Теперь рассмотрим зависимость фокусировки от значения диэлектри-
ческой проницаемости шарового слоя (рис. 9) при ( ) 20,  100.xε =  Из полу-
ченных результатов следует, что влияние (и качественное, и количественное) 
толщины слоя на решение задачи несущественно.  

 

 
Рис. 9. Зависимость полученного решения от изменения проницаемости слоя 

 
Рассмотрен случай полушара с неоднородным слоем, относительная 

диэлектрическая проницаемость которого задается формулой  

( )
10

2
2

2

10 , , 0,

10 , , 0,
4, \ .

l

r l

l

x Q x
x x Q x

x Q Q

 ∈ ≤
ε =  ∈ >


∈

 

Из данных на рис. 10 видно, что неоднородность шарового слоя при-
вносит едва заметную асимметрию в решение задачи и практически не влияет 
на фокусировку поля внутри тела.  

Заключение 
В работе описаны различные способы фокусировки тока поляризации 

внутри диэлектрического тела. Проведен сравнительный анализ этих способов.  
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Рис. 10. Зависимость полученного решения  
от неоднородности диэлектрического слоя 

 
В частности, исследована зависимость решения задачи дифракции (ин-

тенсивности электрического поля) от наличия идеально проводящего экрана 
и диэлектрического шарового слоя, толщины шарового слоя и значения ди-
электрического проницаемости слоя. Выбран наиболее эффективный способ 
фокусировки электрического поля внутри тела. 
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